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Abstract: 본 논문에서는 검출-추정 구조 기반의 희소 

신호 복구에 대해서 연구한다. 컴프레시브 센싱 복구 

문제를 MAP 문제로 정의 했을 때 그 문제는 

검출-추정 구조를 가지는 희소 신호 복구 문제로 

근사화 될 수 있다. 제안하는 알고리즘 (CS-BSD) 

에서는 검출 단계에서 신뢰 확산 과 베이지안 가설 

테스트를 이용 희소 신호의 서포트를 검출하고 추정 

단계에서 검출된 정보를 이용하여 신호 값을 찾기 위한 

MMSE 추정을 수행한다. 시뮬레이션 결과는 제안하는 

알고리즘이 신뢰 확산 기반 추정 신호 복구 (CS-BP) 

보다 잡음에 강인하고 보다 작은 수의 측정들로 신호를 

복구 할 수 있음을 보여준다.   

 
Keywords: 컴프레시브 센싱, 희소 신호 복구, 

신호 추정 

 

Ⅰ. 서론 
컴프레시브 센싱 (Compressive Sensing, CS)이 희

소 (sparse) 신호 Nx R 의 정보율을 줄일 수 있는 새

로운 신호 처리 기법으로 각광받고 있다 [1],[2]. 희소 

신호란 적절한 기저변환 N NΨ R 를 통해서 신호의 에

너지가 작은 수의 샘플들로 응축될 수 있는 신호를 말

한다, i.e., x Ψf . 여기서 Nf R 는 x의 희소 표현

(Sparse Representation)으로써 작은 수의 영이 아닌 

원소로 이루어진 신호이다. CS의 핵심 주장은 그런 희

소 신호 x는 ( )M N 의 길이를 가지는 측정신호 
My R 로 정보 손실 없이 압축 될 수 있으며 적절한 

복구 알고리즘을 통해 높은 확률로 y로부터 f를 복구 

할 수 있다는 것이다. 흥미롭게도, x로부터 y로의 신호

의 압축은 센싱 행렬 M NΦ R 을 통한 불규칙 사영으로 

묘사 된다. 따라서  

 y ΦΨf Φx                 (1) 

이다. 만약 센싱 행렬 Φ 이 잘 설계된다면 신호의 정보

를 측정신호에 고루 잘 분포 시킬 수 있으며 그러한 사

실은 신호의 복구 확률을 높인다[3]. 본 논문에서는 

NΨ I 을 가정하여 x자체가 희소 표현 f인 경우를 고려

한다 i.e. x f . 

일반적으로 Φ 에 의해서 생성된 측정 신호는 복호

기에서 전자기기들의 양자화와 열 효과로 기인하는 잡

음에 영향 받게 된다. 여기서 그러한 효과로 기인하는 

잡음을 M
y n R 로 표시되는 AWGN, 2(0, )

ynN 으로 묘

사한다. 따라서 복호기의 입력이 되는 잡음 섞인 신호

는 다음과 간단하게 표현된다.  

y y   z y n Φx n             (2) 

그럼 복호기의 목표는 Mz R 로부터 목적 신호 Nx R
를 추정하는 문제가 되고 M N 이기 때문에 결과적으

로 하나의 underdetermined 시스템의 해를 찾는 문제

가 된다. 본래, 희소 신호 복구 문제는 L0-norm 기반의 

최적화 문제 0( )LP  로 정의 되고 이 문제는 센싱 행렬 

Φ 이 어떤 조건을 만족할 경우 L1-norm 기반의 최적

화 문제로 완화 될 수 있음이 알려져 있다 [1].  

1 1
( ) : min . .LP s t 

x
x y Φx          (3) 

이러한 최적화에 기반하는 신호 복구 방법은 은 희소성 

(sparsity)으로 정의 되는 신호의 영이 아닌 원소의 

개수 K 를 사전 정보로 이용하여 underdetermined 

시스템의 유일한 K-희소 한 해를 찾아낸다.  

또 하나의 접근으로써 희소 신호 복구 문제를 최대 

사후 추정 (MAP) 문제로  정의 할 수 있다. [4],[5] 

이러한 통계에 근거하는 접근은 잡음의 통계를 신호 

복구에 이용함으로써 잡음에 대해 강인한 신호 복구 

기법이 될 수 있다. 만약 x 의 원소가 i.i.d.라는 

가정하에 복호기는 아래와 같이 신호의 각 원소값을 

독립적으로 복구 할 수 있다.   

( ) : max { | } . . 0MAP iP p x s t  
x

y Φx y     (4) 

이러한 설정에서는 희소성 대신에 신호의 한 원소가 

영이 아닌 값을 가질 확률로 정의 되는 희소율 q 
(sparsity rate)을 사용한다. 그리고 희소율 가지고 

모델링되는 신호의 확률 분포를 사전 정보로 이용하여 

시스템의 유일한 희소 신호를 복구 한다.   

본 논문에서는 ( )MAPP 문제를 풀기 위한 하나의 

접근으로써 검출-추정 구조 기반의 희소 신호 복구 

알고리즘 (CS-BSD)을 제안한다. CS-BSD 의 검출 

단계에서는 신뢰 확산 (Belief Propagation, BP)와 

베이지안 가설 테스트 (Bayesian hypothesis test, 

검출-추정 구조 기반의 희소 신호 복구  
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BHT)를 사용하여 신호의 서포트를 검출한다. 그리고 

추정 단계에서는 검출된 서포트 정보를 근거로 신호의 

복구 문제를 하나의 overdetermined 시스템으로 축소 

시키고 MMSE 방법을 통해서 그 시스템의 해를 

구한다.  

[4]에서 또한 ( )MAPP 설정을 위한 BP 기반의 저 

복잡도 ( log )iterO N N  희소 신호 복구 알고리즘 

(CS-BP) 제안하였다. 여기서 iterN 은 BP 의 반복 

횟수이다. 하지만 CS-BP 의 성능은 이산 신호처리를 

위한 신호값의 PDF 의 샘플링 간격에 크게 좌우 될 

뿐만 아니라 좋은 신호 복구를 위해서는 큰 iterN 을 

요구하여 계산량이 많아진다. CS-BSD 는 CS-BP 보다 

조금 더 큰 복잡도 ( log )iterO N N NqM 를 가지고 

PDF 의 샘플링 간격에 의한 성능 열화를 제거하고 

잡음에 더욱 강인한 신호 복구를 수행한다. 또한 

CS-BSD 는 이진 센싱 행렬 {0,1}M NΦ 로 압축된 

측정 신호를 대상으로 한다. 이진 행렬을 통한 신호의 

압축은 측정 신호 y 가 단순히 불규칙하게 선택된 x 의 

원소의 합으로 나타날 수 있기 때문에 매우 빠르게 

수행된다는 장점을 가진다. 

Ⅱ. 신호 모델 

본 논문에서는 목적 신호를 통계적 신호 모델을 

가지고 묘사한다. 즉 신호의 i 번째 원소는 희소율 q 의 

확률로 서포트 집합, supp, 에 속한다. 즉 

 
: Pr{ } Pr{ 1},

1 Pr{ } Pr{ 0}, for 1,...,
i

i

q i s

q i s i N

   

     

supp

supp
   

(5) 

이다. 여기서 is 는 {0,1}Ns 로 표시되는 상태 벡터의 

한 원소로 신호의 i 번째 원소의 서포트에의 귀속 여부를 

나타낸다. 그러면 신호의 하나의 원소 값의 PDF 는 

다음과 같이 표현된다.  

2

: { }

{ | 1} { | 0}(1 )

(0, ) ( )(1 )

i

i i i i

x

p x

p x s q p x s q

q q


 

  

 

      

  

xp

N
   (6) 

여기서 ( )  은 델타 함수로써 ( ) 1   if 

1,  otherwise, ( ) 0   이다. 그리고 모든 x 의 원소는 

서로 i.i.d.하다는 가정을 가지고 xp 에서 인덱스 i 를 

제거한다. 또한 xp 는 BP 에서 사전 분포로써의 역할을 

맡으며 추정되는 신호가 희소 특성을 가지도록 

유도한다. 

Ⅲ. 검출-추정 구조 

본 장에서는 ( )MAPP 문제로부터 신호 복구를 위한 

검출-추정 구조를 유도한다.  

정리 1 (검출-추정 구조): ( )MAPP 문제는 다음으로 

주어지는 검출-추정 구조에 의해서 최적으로 희소 신호

를 복구한다. 

Pr{ 0 | }
0, 1

Pr{ 1| }

Pr{ 0 | }
arg max { | } arg max { | }, 1

Pr{ 1| }

Pr{ 0 | }
arg max { | , 1},

Pr{ 1| }

i i

i

i

i

i
i i

x x
i

i
i i

x
i

s

s

s
p x p x

s

s
p x s

s

y

y

y
y y

y

y
y

y

  

 

 
 

     


 
  


   (7) 

증명: ( )MAPP 로부터 다음과 같이 유도된다.  

 

 

{0,1}

( ) : max { | } max { , | }

max { | , 1}Pr{ 1| } { | , 0}Pr{ 0 | }

max { | , 1}Pr{ 1| } ( )Pr{ 0 | }

i i
i

i

i

MAP i i i
x x

s

i i i i i i
x

i i i i
x

P p x p x s

p x s s p x s s

p x s s s

 

 

  



 
   

 
       

     

y y

y y y y

y y y

  (8) 

식 (8)에서 { | , 0} ( )i ip x s    y 이다. 왜냐하면 한번 

0is  로 결정되면 해당 값은 반드시 영 값을 가져야 

하기 때문이다. Pr{ 0 | } Pr{ 1| }i is s  y y 인 경우, 

{ | , 1} (0) 1i ip x s    y 은 모든  에 대해서 항상 참

이기 때문에 위의 식에서 두 번째 항이 지배적이게 되

고 따라서 ( )MAPP 은 항상 추정 값을 영으로 출력한다. 

반면에 아래의 조건이 만족 된다면 ( )MAPP 에서 두 번

째 항을 무시되고 첫 번째 항이 주요하게 된다. 

 

 

(0)Pr{ 0 | } { 0 | , 1}Pr{ 1| }

max { | , 1} Pr{ 1| }

Pr{ 0 | }
max { | , 1} { 0 | , 1}

Pr{ 1| }

:

i

i

i i i i

i i i
x

i
i i i i

x
i

s p x s s

p x s s

s
p x s p x s

s









     

  


      





y y y

y y

y
y y

y

  

(9) 

그 외의 경우에는 모든 항을 고려하여 신호값을 추정한

다. 따라서 최종적으로 식 (7)의 결과를 얻을 수 있다. 

만약 1z »  이라면 (7)을 통한 신호 복구는 아래 

와 같이 근사화 될 수 있다.  
Pr{ 0 | }

0, 1
Pr{ 1| }

arg max { | }
Pr{ 0 | }

arg max { | , 1}, 1
Pr{ 1| }

i

i

i

i
i

x
i

i i
x

i

s

s
p x

s
p x s

s

y

y
y

y
y

y




        
 

  

(10) 

하지만 실제로 z 값을 알 수 없기 때문에 간단한 알고

리즘 구현 목적을 위해 본 논문에서는 1z » 이라고 가

정하고 식 (10)을 사용하는 신호 복구를 제안한다. 정리 

1에서부터 유도된 식 (10) 은 신호의 복구 과정이 서포

트를 검출하기 위한 가설 검증 단계와 그 정보를  
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그림 1. CS-BSD 의 시스템 블럭도 

으로 신호 값을 추정 단계로 나누어 질 수 있다는 

사실에 대한 근거를 제시한다. 

IV. 알고리즘  

1. 서포트 검출 

정의 1 (베이지안 서포트 검출): 다음으로 주어지는 

BHT를 이용하여 신호의 i 번째 원소의 서포트 상태를 

판단한다.  

( ) 0
BHT: , for  

( ) 1 
i

i

T i s
i

T i s
V




  
    

 

where

Pr{ 0 | }
( ) : log

Pr{ 1| }

{ | 0} { | }
log  

{ | 1} { | }
- log .

i

i

i i i

i i i

s
T i

s

p x s p x

p x s p x





 

 

 
   

   
  

 
   
 
 





x

x

y

y

y

p

y

p

 

  (11) 

여기서 BHT의 임계값은  : log / (1 )q q   로 정의 한

다. 

베이지안 서포트 검출에 사용되는 사후 분포 

{ | }ip x  y 는 BP을 통해서 얻는다. BP에서는 확률 정

보의 반복적 갱신을 통하여 사전 분포로부터 사후 분포

를 구할 수 있다. BP반복 횟수가 증가함에 따라서 

i supp 인 경우 그림 1의 (1-b), (2-b)과 같이 사전 

분포에서 영에 집중되어 있던 확률 질량이 추정값 향하

여 이동하여 사후 분포는 영이 아닌 값에서 피크 확률

을 가지는 확률 분포로 수렴한다. CS-BSD에서는 사후 

확률이 수렴하기 전에 작은 수의 반복횟수 안에 일어나 

는 확률 질량의 이동을 빠르게 탐지 하여 BHT를 이용

하 여 해당 원소의 서포트 상태를 확인 한다. 그렇기 

 

그림 2. BP 반복 통한 사후 분포의 확률 질량 이동, 

(1-a): i supp , 잡음이 없는 경우, (1-b): i supp , 

잡음이 없는 경우, (2-a): i supp , 잡음이 섞인 경우, 

(2-b): i supp , 잡음이 섞인 경우. 

때문에 BP에 소모되는 계산량을 획기적으로 줄 일 수 

있다. 

2. 신호값의 추정 

각 원소의 서포트 상태가 검출 되면 식 (10)에 따

라 서 0is  인 원소값은 영으로 판단되고 1is  인 경

우  arg max { | , 1}
i

i i i
x

x p x s  y 을 풀어야 한다. 

suppx ~ { : 1}i ix i s  을 서포트에 속하는 원소값으로만 

이루어진 하나의 벡터 라고 하면 잡음 yn 이 가우시안  

분포를 따를 때 MAP과 MMSE 추정은 동등하고 최적

의 근사화를 제공한다는 사실이 잘 알려져 있다 [6, 

p358]. 따라서 



  1

arg max { | , }

T T

p







supp

supp supp
x

Supp Supp Supp

x x y s

Φ Φ Φ z
        (12) 

여기서 | |{0,1}M  supp
SuppΦ 는 서포트에 해당 벡터들로만 

구성된 Φ의 준행렬이다.  

측정 신호에 잡음이 더해지는 경우 사후 분포는 잡음

의 분산에 따라서 그림 1의 (2-a, b)와 같이 확률 질량 

이 넓게 퍼지게 된다. 따라서 잡음 효과에 의해 사후 

분포 안에 뾰족한 확률 질량들이 무뎌져서 BP만 가지 
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그림 3. 희소율 q 과 샘플링율 M/N 에 따르는 평균 제곱 

오차 (MSE) 신호 복구 성능 

고는 정확한 신호값 추정이 힘들어 진다. 그러나 CS-B

SD 는 사후 분포 안의 확률 질량의 움직임에 근거하여 

서포트를 검출하고 MMSE 을 가지고 가우시안 잡음에 

최적의 근사화를 제공하기 때문에 CS-BSD 는 잡음에 

강인하게 신호를 복구 할 수 있다 [7]. 

V. 시뮬레이션 결과 
CS-BP와 CS-BSD의 희소율과 샘플링율에 따르는 

평균 제곱 오차 (MSE) 신호 복구 성능을 시뮬레이션을 

통해서 알아본다. 같은 BP 반복 횟수를 사용하기 

때문에 계산복잡도는 CS-BSD 가 MMSE 를 따로 

사용하는 만큼 더 크다. 그림 3 은 잡음이 심한 

상황에서나 잡음이 거의 없는 상황에서나 CS-BSD 가 

CS-BP 보다 더욱 넓은 범위에서 신호 복구를 가능하게 

하고 더 작은 MSE 를 가지는 것을 보여준다. 그 이유는 

CS-BSD 는 신호값 추정에 MMSE 를 사용하기 때문에 

신호값의 PDF 를 위한 샘플링 간격에 복구 성능이 제약 

받지 않고 또한 BHT 를 통해서 잡음이 심한 

상황에서도 탁월하게 서포트 상태를 추정하기 

때문에다.  

VI. 토의 
   검출-추정 구조에 기반한 희소 신호 복구 

알고리즘 CS-BSD 에 대해서 알아보았다. CS-BSD 의 

유용성을 더 검증하기 위해서는 서포트를 검출하기 

위해서 요구되는 BP 반복의 횟수를 분석해야 한다. 

그러므로 써 CS-BSD 의 실질적인 복잡도를 다른 CS 

복구 알고리즘들과 비교 분석할 수 있다. 또한 

CS-BSD 이 복구 실패하는 경우에 대한 분석도 향후 

과제로 남아있다.  
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