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초록: 이 논문에서, 우리는 다중 압축 센싱 시스템 
(Multiple Compressive Sensing System)의 성능 
분석에 대해 공부한다. 우리는 가상의 JT 디코더를 
정의하고, JT 디코더가 올바르게 동작 하지 않을 
사건에 대해 조사하였다. 그 결과, 우리는 JT 
디코더가 올바르게 동작 하지 않을 확률의 upper 
bound 를 획득 하였다. 또한, Upper bound 를 
조사하여, JT 디코더가 올바르게 작동하기 위한 
충분 조건을 획득 하였다. 

 
주제어: Compressive Sensing, Underdetermined System 

 
Ⅰ. 서론 및 배경 

일반적으로, 선형방정식(linear equation) 해의 형태

는 행렬의 특징에 따라 결정된다. 예를 들어서, 행렬의 

역행렬이 존재하면, 선형방정식 해는 항상 유일하다. 하

지만, 우리의 관심사는 행의 개수가 열의 개수보다 더 

적은 경우(underdetermined system)이다. 즉, 

 

 =y Ax  (1) 

 

여기서, M N×∈ℜA , 1N×∈ℜx , 1M ×∈ℜy , 
0

K=x , 그리

고, M N< . 일반적으로, (1)의 해는 무수히 많다. 하지

만, 만약 K M< (희소한 해)이면, 단 한개의 해만 (1)을 

만족시킬 수 있다. 예를 들어, 행렬 A의 무작위로 뽑은 

M 개의 열들이 독립이고, 2M K= 이면,  (1)의 해는 항

상 유일하다[1][2]. 이러한 특징으로 인해, 희소한 해를 

가지는 underdetermined system에 관한 연구가 압축 

센싱(Compressive Sensing)이라는 제목하에 활발하게 

진행되고 있다.[1][2] 

 

Support Set 탐지는 압축 센싱의 흥미로운 주제중 

하나이다. 먼저 Support set의 정의를 소개한다. 

 

정의 1: Support Set  는 희소 x 의 0이 아닌 인

덱스들을 원소로 갖는다.  

 

예를 들면, [ ]T1 0 2 0=x 이면, x 의 { }1,3=� 이

다.  을 이용한다면, (1)의 해는 [ ]( )†
=x A y , 여기서, 

†A 는 A 의 pseudo inverse, 그리고 [ ]A  는 A의 열

들중  의 원소들에 대응하는 것들만 모은 M ×   행

렬이다. 즉,  를 정확하게 알면 x를 정확하게 찾아낼 

수 있다. 이제 좀더 실용적인 모델을 생각해보자. 즉 

 

 = +y Ax n  (2) 

 

여기서, 
2

ε≤n 이다. 우리의 문제는 A  및 잡음이 포

함된 y로부터  를 찾거나 혹은 x를 찾는 것이다. 

 

관련된 연구 결과는 다음과 같다. [2]에서는 

( )( )logM K N K= Ο 이면, QP(quadratic programming)

에 의해 얻어진 신호 x̂ 는 stable한 것을 보였다. 즉 

2
ˆ Cε− ≤x x , 여기서 C 는 양의 상수이다. [3]에서는 

Lasso (QP의 일종)의 점근적 성능에 대해서 논하였다. 

예를 들어서, Wainwright[3]는 Lasso를 이용하면  을 

찾기 위한 필요충분조건이 M N →∞  또는 

minx →∞ ( minx 는 x 의 0이 아닌 값들중 절대값이 가장 

작은 값)을 보였다. 이 결과들은, 특정 알고리즘들에 의

존적이다. 다음으로, 우리는 정보이론관점에서 분석한 

결과들에 대해 언급하겠다. 

 

편의를 위해, ( )Pr Sucess− 는  를 올바르게 찾을 

확률로 표시한다. Fletcher[5]는,  를 올바르게 찾을 

조건을 ( ), ,M N K 에 대한 함수로 제시하였다. 

Wainwright[4]는 모든 경우를 다 고려하는 알고리즘을 

사용 했을 때의,  를 올바르게 탐지하기 위한 필요충

분조건을 제시하였다. Gastpar[6]에서는, ( ), ,M N K 가 

점근적으로 증가를 하고, minx < ∞ 이면,  를 올바르게 

찾는 것이 불가능하다는 것을 보였다. 즉, ( ), ,M N K 가 

점근적으로 증가를 할 때,  를 올바르게 찾기 위한 충

분 조건은 minx →∞ 이다. 이 결과는, 앞에서 언급한 

Wainwright[3]의 결과와 비슷한 결과이다. 

Akcakaya[7]는 모든 경우를 조사하는 jointly typical 

decoder를 제시한후, 이것에 의한 ( )Pr Sucess− 의 

upper bound를 제시 하였다. 

Ⅱ. 신호 모델 및 연구질문 
우리는 (1)을 확장시킨 다중 압축 센싱 시스템

(Multiple Compressive Sensing system)을 고려하고자 
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한다. 즉 

 

 i i i i= +y A x n  (3) 

 

여기서, 1, ,i S=  , ( ) ( )2
noise0,in l s  , i K=x , 그리고 

( ) ( ), 0,1iA l j   . 또한, 각각의 ix 는 동일한  을 가진

다. 모든 iA 와 jn 의 원소들은 서로 상호 독립적이고, 

jn 와 in 의 원소들 또한 서로 상호 독립적이다.  

 

우리의 관심사는, 모든 iy  와 iA 를 알고 있을 때, 

 를 찾는 것이다. 

 

연구질문들은 다음과 같다. 첫 번째로, , ,M N K 들
을 고정시킨 반면 S 가 커진다면  를 더 잘 찾을 수 

있는가? *
minx →∞ ( *

minx 는 모든 ix  들의 0이 아닌 값들 

중 절대값이 가장 작은 값)이면,  를 더 잘 찾을 수 

있는가? 등 이다. 

Ⅲ. JT 디코더 및 실패 확률 

 을 검출하기 위해, 본 연구팀은 다음과 같은 

jointly typical decoder (JT 디코더)를 제안하고자 한다. 

이 JT 디코더는 Akcakaya[7]가 제안한 그들의 디코더

를 확장한 것이다. 

 

정의 2: 모든 s에 대하여, ( ),rank s K=F  , 이고 (4)

를 만족시키면, 1SM ×  벡터 
TT T

1: S =  y y y  와 집합 

 는 δ − jointly typical이다.  

 

 
( ) ( )

2
2

, noises s

s

M K
SM M

s
δ

−
− <∑

Q F y
 (4) 

 

여기서, ( ) 2

,s sQ F y 는 랜덤변수이다.  

 

정의 3: JT 디코더는 1SM ×  벡터 y 와 δ − jointly 

typical한 집합  를 찾는다. 

 

이제, 우리는 JT 디코더가  의 검출 실패 사건

( )E failureD 에 대해서 이야기한다. 예를 들면, JT 디코더

가  와 y가 δ − jointly typical 하지 않다고 선언하는 

경우 ( )E , , cδy  와, 임의의 집합  와 y 가 δ − jointly 

typical하다고 하는 경우 ( )E , ,δy  를 생각 할 수 있다. 

따라서, 검출 실패 사건은 다음과 같다 . 

 

 ( ) ( ) ( )
,

E E , , E , , .c
failure

K

D δ δ
∀ ≠ =

= y y


  

   (5) 

 

따라서, JT 디코더의 검출 실패 사건이 일어날 확

률은 다음과 같다. 

 

( ){ } ( ){ } ( ){ }*Pr E Pr E , , Pr E , , .c
failureD δ a δ≤ +y y   (6) 

 

여기서, ( ){ } ( ){ }*

,
Pr E , , : max Pr E , ,

K
δ δ

∀ ≠ =
 =  y y

  
   그리

고, :
N
K

a
 

=  
 

 이다. 

Ⅳ. 결과 및 토론 

모든 증명들은 [8]에 수록되어있다. 공간상의 문제

로 모든 증명들은 생략한다. 다음 아래 기호들을 토론

에 유용하게 사용된다. 

 

( ) ( )

( )

( )

2 2
noise

min
min min

2
noise min

min

, , :

exp ,
2

S M K

Mp
M K

SM M K
M

s δλ
λ λ

s λ δ
λ

−

 
= +  − 

 − × − − +  
  

 
 (7) 

 

 ( ) ( )

( )
2

2 2
noise noise

, : exp 1 .
2

S M K

SM Mp
M K

δ δ
s s

−

  
= − +   −  

�  (8) 

 

여기서, { }2
noise, , , ,S M K δ s=� , minλ  은 T:  =  R LL 의 

가장 작은 Eigen Value, ( ) ( )1: 1 Sc c M K=  −  L  , 

( ) ( )22 2
, noise

\
0, :s s s

u
c j x us s

∈

 
= + 

 
∑ 
 

 . 

 

Lemma 1: 모든 s 에 대하여, ( ),rank s K=F  , 

M K> , 0δ > , 그리고  가 잘못된 Support Set이면,  

 

 ( ){ } ( )minPr E , , , , .pδ λ≤y     (9) 

 
Lemma 2: 모든 s 에 대하여, ( ),rank s K=F  , 

M K> , 0δ > , 그리고  가 support 집합이면, 

 

 ( ){ } ( )Pr E , , , .c pδ ≤y  �  (10) 

 

Lemma 3: 모든 s 에 대하여, ( ),rank s K=F  , 

M K> , 0δ > , 그리고  가 잘못된 Support Set이라 

하자. 만약 minλ →∞이면, ( )min, , 0p λ →  이다. 

 

위 3개의 Lemma들은 핵심연구 결과들이다. 다음 

아래의 Proposition들과 정리(Theorem)은 Lemma들로 

부터 얻어진다. 아래 Proposition들에서, 

{ }* 2
noise1, , , ,S M K δ s= =� 이다.  

 

Proposition 1: 모든 s 에 대하여, ( ),rank s K=F  , 

M K> , 0δ > , 그리고  가 잘못된 support 집합이라 
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하자. 만약 S →∞ 이면, ( ){ }Pr E , ,δr   선형적으로 0에 

수렴하고, 수렴속도는 ( )*
min, ,p λ  이다. 

 

Proposition 2: 모든 s 에 대하여, ( ),rank s K=F  , 

M K> , 0δ > , 그리고  가 support 집합이라 하자. 

만약 S →∞ 이면, ( ){ }Pr E , , cδy   선형적으로 0에 수렴

하고, 수렴속도는 ( )*,p   이다. 

 

위 Proposition 1과 2는 S 를 증가시켰을 때, 

( ){ }Pr E , ,δr  와 ( ){ }Pr E , , cδy  가 선형적으로 0으로 

수렴한다. 즉 S가 커지면, JT 디코더의 검출 실패 

사건이 일어날 가능성이 줄어드는 것이다. 이는 다

음 정리 1이다. 

 

정리 1: 모든 s 에 대하여, ( ),rank s K=F  , 

M K> , 그리고 0δ >  이다. 만약 S →∞이면, JT 디코

더의 검출 실패 사건이 일어날 확률 ( ){ }Pr E failureD 은 

선형적으로 0으로 수렴하고, 수렴 속도는 

( ) ( )( )* * *
minmax , , , ,p p λ    이다. 

 

Proposition 3: 모든 iA 들이 서로 상호 독립적이라

하자. 만약 *
minx →∞이면, ( ){ }Pr E , , 0cδ →y  이다. 

 
*
minx 은 일반적인 경우에는, minλ 과 *

minx 의 관계를 

명확하게 표현하지 않았다. 하지만, 모든 iA 들이 서로 

상호 독립적이면, minλ 은 행렬 R 의 대각선 성분중 가

장 작은 값  ( )22
noise

\
min ss u

x us
∈

 
+ 

 
∑
 

이다. Proposition 3

와 Lemma 3를 조합시키면 다음 아래 정리 2가 나온

다. 

 

정리 2: 모든 s에 대하여, ( ),rank s K=F  , M K> , 

0δ > , 그리고 ( ){ }Pr E , , cδ a≤y  라 하자. 만약 

minλ →∞이면, ( ){ }Pr E failureD a→ 이다. 특별히, 모든 iA

들이 서로 상호 독립적이고, *
minx →∞ 이면, 

( ){ }Pr E failureD a→ 이다.  

 

정리 2의 결과는, 앞에서 언급한, Wainwright[4], 

Gastpar[6]가 보고한 결과들과 비슷한 형태이다. 

Ⅴ. 결론 
이 논문에서, 우리는 multiple underdetermined 

system에 대해서 공부하였다. Multiple 

underdetermined system을 분석하기 위해서, 가상의 

JT 디코더를 정의하였다. JT 디코더는  모든 iA 와 iy
를 알고 있을 때, 1SM ×  벡터 y 와 δ − jointly typical

해지는 집합  를 찾는다. 우리는 JT 디코더가 

support 집합  를 올바르게 찾지 못할 확률의 upper 

bound를 제시하고, S 가 커짐에 따라 제시된 upper 

bound가 0으로 수렴하는 것을 보였다. 또한 *
minx →∞

일때, upper bound가 특정 값으로 수렴하는 것을 증명

하였다. 

 

다음 연구주제로, 우리는 모든 iA 들이 서로 상호독

립적인 경우와, 그렇지 않은 경우의 JT 디코더의 성능

에 대해 연구하고자 한다. 
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